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ゆったり楽しむ高等数学

【第 18回】ガウス・ボンネの定理
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【趣旨】

数学の楽しみ方には二つ（もっと？）あると思います。

一つは今ある知識を使って難問を解く楽しみ。

もう一つは数学の美しい理論体系を知る楽しみ。

このメルマガでは後者を読者として想定し、だいたい月一回の

ペースで高等数学の基礎的な問題を出題します。

※初めてこのメルマガを読まれる方は、

http://www.geocities.co.jp/tsure2gusa/melmag.html
にも目を通していただけると、よりお楽しみいただけます。

このメルマガの意義と読み方を簡単に説明しています。

———————–

■前回の問題と解答例■

[問] 二次元球面 



x = R sin v cosu

y = R sin v sin u

z = R cos v

（ただし、0 ≤ u < 2π, 0 ≤ v < π）

のガウス曲率を全面積について積分したときの値を求めよ。

———————–

[解] X = (x, y, z) とおくと、
{

Xu = (−R sin v sin u,R sin v cos u, 0)
Xv = (R cos v cosu, R cos v sin u,−R sin v)

を得る。これより第一基本形式の係数を求めると




(Xu, Xu) = R2 sin2 v ≡ E

(Xu, Xv) = 0 ≡ F

(Xv, Xv) = R2 ≡ G

となる。
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次に 



Xuu = (−R sin v cosu,−R sin v sin u, 0)
Xuv = (−R cos v sin u,R cos v cosu, 0)
Xvv = (−R sin v cosu,−R sin v sin u,−R cos v)

および法線ベクトル

Xu ×Xv = (−R2 sin2 v cosu,−R2 sin2 v sin u,−R2 cos v sin v) ∝ n

n = (cos u sin v, sinu sin v, cos v)

より、第二基本形式の係数を求めると




(Xuu, n) = −R sin2 v ≡ L

(Xuv, n) = 0 ≡ M

(Xvv, n) = −R ≡ N

を得る。

ガウス曲率は

K =
LN −M2

EG− F 2
=

1
R2

と求まる。

次に積分測度は √
EG− F 2dudv = R2 sin vdudv

となる。よって積分値を S と書くと

S =
∫ 2π

0

du

∫ π

0

dv
1

R2
R2 sin v

= 4π

したがって、積分値は 4π となる。

———————–

■解説■

今回の問題では、ある二次元球面についてのガウス曲率の面積積分が 4π になることを確かめま

した。実はこの場合も積分値は位相不変量になっており、この球面に同相な全ての二次元面につい

て 4π となります。

ガウス・ボンネの定理によれば、二次元閉曲面のガウス曲率の面積積分はその面のトポロジーだ

けで決まります。球面の場合は 4π、トーラスの場合は 0 です。トーラスは穴が一個の浮き輪みた
いな形ですが、穴が二つや三つの浮き輪の形も考えることができて、その場合積分値はそれぞれ

−4π、−8π となります。一般に浮き輪の穴の数を g（種数という）とおくと、積分値は 4π(1− g)
で与えられます。
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ガウス・ボンネの定理の偉大なところは、ガウス曲率という微分幾何学の概念と、種数という位

相幾何学の概念を見事に結び付けていることです。私が学生時代にこのことを知ったときにたいへ

ん感動したことを今でもよく覚えています。

———————–

■問題■

[問] tan−1 x の x = 0 の周りでのテイラー展開を最初の 3 項まで求めよ。

———————–

■後記■

４月になりました。

電車に乗っていると、新しく入学あるいは入社する（と思しき）人たちを所々見かけるようにな

りました。

実はかくいう我が家も長男が小学校に入学します。ウチでは初めての小学生になります。この前

生まれたと思っていましたが、いつのまにかランドセルを背負う年齢になったのですね。

このメルマガを執筆している時点では、入学式はまだであり、現在長男は家でのんびり過ごして

います。

子供も入学式はドキドキなのでしょうが、親である私たちもドキドキです。

———————–

▼△▼△▼△ 広告 ▼△▼△▼△▼△▼△

インターネット家庭教師 http://www.geocities.co.jp/tsure2gusa/lecture.html

数学や物理学を学びたいという方を対象に、学習のお手伝いをさせていただいております。

大学学部以上の数学と物理学（およびその周辺分野）専門になっております。

またインターネット環境を使っての学習になりますので、ご自宅にいながら勉強を進めていくこと

ができます。

———————–

本郷（ほんきょう） http://honkyo.jp/

著者の知り合いが経営している健康関連のお店です。

特にアトピーなど肌が弱い人のためにおススメの石鹸があります。

もちろん敏感肌の方にも！

▼△▼△▼△▼△▼△▼△▼△▼△▼△▼
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